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Schakel, Glaum, Nogueira

Aufgabe 24: Schrédinger-Gleichung in einen Elektromagnetischen Feld: Eichin-
varianz und Aharonov-Bohm Effekt.

Fiir ein geladenes Teilchen in einem elektromagnetischen Feld mit Vektorpotential A(r,t)
lautet die Schrédinger-Gleichung

ih@z/z(r, t) _

= {%[—mv —eA(r,1))% + ep(r, t)} Y(r,t). (1)

1. Wie mufl der Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j modifiziert werden,
damit in diesem Fall die Kontinuitdtsgleichung gilt?

2. Man schreibt #(r,t) = /p(r,t)e®™) mit p(r,t) = |i(r,t)|2. Zeigen Sie, daB die
Wahrscheinlichkeitsstromdichte als j(r,t) = p(r, t)[AV8(r,t) —eA(r,t)]/m geschrieben
werden kann.

3. Zeigen Sie, daB die Schrédinger-Gleichung (1) invariant unter den Eichtransformatio-
nen A’ = A + (h/e)(Vx), ¢' = ¢ — (h/e)(0x/0t), ¢/ = X ist.

4. Betrachten Sie ein rotationsfreies zeitunabhingiges magnetisches Feld B = Vx A = 0.
Zeigen Sie, dafl die Wellenfunktion

P(r,t) = o(r,t) exp [z% /C(r) dr’ A(r’)} (2)

eine Losung der Schrodinger-Gleichung (1) ist, wobei C(r) eine beliebige Kurve ist, die
auf dem Punkt r endet. Die Funktion (r,t) ist dabei eine Losung der Schrédinger-
Gleichung mit A = 0 und beliebigem ¢. Warum macht (2) keinen Sinn, wenn B # 0
am Orte r ist.

5. Betrachten Sie jetzt das Beugungsexperiment am Doppelspalt mit einem geladenen
Teilchen. Man stelle sich einen sehr langen FluBischlauch senkrecht zur Streuebene in
einem winzigen Gebiet hinter den Spalten vor (siehe Abbildung). D.h. B # 0 ist nur
in diesem kleinen Gebiet und Null au8erhalb. Zeigen Sie, dafi die Phasendifferenz fiir
die Intensitdt I oc cos? Af die Form

AO=0—0z+= pdr-A
hat, wobei 8; und 8, die jeweiligen Phasen der ebenen Wellen 1 von beiden Pfaden
sind.

6. Wie sind die Interferenzmaxima im Vergleich zu dem iiblichen Dopelspalt-Experiment
verschoben?



8 Punkte

Aufgabe 25: Landau Niveaus. # = o

——
Betrachten Sie ein geladenes Teilchen in einem konstanten magnetischen Feld B = Bge,
(B() > 0).

1. Wahlen Sie die Eichung A = —yBge, und schreiben Sie die Schrédinger-Gleichung
fiir dieses System.

2. Zeigen Sie, dafl die Energieeigenwerte

h2L2 1
E,(k,) = 2mz + hw, <n + 5) (3)

sind, wobei n =0,1,2, ... und w, = eBy/m ist die sogenannte Zyklotronfrequenz.

Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz ¢(z, y, z) = e*(k=2+k:2) f(3)) 'um die zeitunabhéngige
Schrédinger-Gleichung zu lésen.

3. Zeigen Sie, dafl die Eigenfunktionen

i(kzx+kz2) ( _ 2 _

€ Y — Yo) Y-
BT e A—— - g

V@) = T exp[ 203 ] ( Iz )

sind, wobei g = \/h/(eBy) ist die sogennante magnetische linge und yo = —hk,/(eBo).

5 Punkte

Ausgabetermin: 8.6.2005, Abgabetermin: 20.6.2005, 11 Uhr
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Schakel, Glaum, Nogueira

Aufgabe 18: Vollstéindigkeitsrelation fiir die Kugelfiiichenfunktionen.

Zeigen Sie, daB die Kugelflichenfunktionen die Vollstandigkeitsrelation

oo+
Do D Y@, @)Y (8, ¢) = (sin®)7'6(9 — 8)5(p — &)

=0 m=-1

erfiillen.
Hinweis: Benutzen Sie, dafl eine Funktion auf der Kugeloberfliche in der Basis der Kugel-
flachenfunktion zerlegt werden kann, d.h.

0 l .
f(ﬁ’ 90) = Z Z alm)/lm(ﬂa ‘P)a (48 ‘t‘.i\ ?% "_‘)Q*_;X‘\WM\AA

=0 m=—1

“und es gilt die Orthonormalitétsrelation

27 s
/ dy / 405100 Vi (9, 0) Vit s (9,0) = S G
0 0

3 Punkte

Aufgabe 19: Drehimpuls und Kommutatoren. *
Gegeben sei der Drehimpulsoperator L = r x p mit der Eigenschaft [L;, L;] = ih Y, €ijk L.
Zeigen Sie, dafB:

1. fiir Vektoroperatoren A und B die Relation [A - L,B - L] = iA(A x B) - L gilt unter
der Voraussetzung, da8 A und B untereinander und mit L kommutieren;

2. [Li,pj] - ’lh Zk fijkpk und [L,‘,.’L‘j] == iﬁzk Eijk.l':k;
3. [L2,x] = 2iA(x x L — ihx) und [L?, p] = 2ik(p x L — ihp);

4. fiir jede skalare Funktion f(x,p) = > o0 ((@nX? + bp? + cpX - p + dpp - X)" mit ay,,
bn, Cn, dy € C gilt [L?, f(x,p)] =0;

5. fiir einen Vektoroperator V(x, p) gilt: [L?, V] = 2iA(V x L — iAV).
5 Punkte

Aufgabe 20: Drehimpulserwartungswerte in einen bestimmten Zustand.

Betrachten Sie ein System mit dem Drehimpuls | = 1, dessen Zustandsraum durch die
Basis | + 1),]0), | — 1) der drei gemeinsamen Eigenvektoren von L? (Eigenwert 242) und L,
(Eigenwerte +h, 0 bzw. —Hh) aufgespannt wird. Das System befinde sich im Zustand

1) = al + 1) + B10) + | - 1),

wobei a, 3, v drei gegebene komplexwertige Parameter sind.



1. Berechnen Sie den Erwartungswert (L) des Drehimpulses in Abhingigkeit von «, 3
und .

2. Geben Sie den Ausdruck fiir die drei Erwartungswerte (L2), <L§> und (L?) in Abhingig-
keit von diesen Grofien an.

4 Punkte

Ausgabetermin: 23.5.2005, Abgabetermin: 6.6.2005, 11 Uhr






L "\
\ .
_.Ar_“uc&& 2o
L. iKL**\—\ Lz_\ﬁ“'& =wh | Lus
\ 9\:/\ W= A4, © —A
L‘At ’Z\ QL* -L_
\ + A > [ lA ',A_A“>

\—-:r \X\WS = L@\Ag}ﬁ \Q\w+4>
ey

= 4\7 \lr(lkﬂtwi (:Q‘kaﬂ) “{\u‘ SAD “ < )

Lo V> =% A Fue i) u_*_q | ROREPEN
Ma(ﬂ(/,c‘z‘(ﬁ%



Ubungen zur Theoretischen Physik IV, Quantentheorie SS 05, Blatt 6
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Aufgabe 16: Potentialstufe.

Betrachten Sie eine Potentialstufe V(z) = V) > 0, wenn z € [0,a], V(z) = 0 sonst. Bestim-
men Sie den Durchlissigkeits- und Reflektionskoeffizienten fiir Energien 0 < £ < Vj durch
Losung der zeitunahingigen Schrodinger-Gleichung.

6 Punkte

Aufgabe 17: Kontinuititsgleichung.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(r,t) = [¢(r,t)|> und die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

j(I‘, t) = _2_m[1/}*(r’ t)w/)(r’ t) - 1/}(1‘7 t)V’([J* (I‘, t)],

erfiilllen die Kontinuitétsgleichung

dp
hlad Li=0.
at+V j

1. Beweisen Sie dies unter Verwendung der Schrédinger-Gleichung.

2. Sei (r,t) = [(r,t)|e?*?) . Driicken Sie j durch Betrag und Phase von v aus. Zeigen
Sie, da fiir eine ebene Welle #(r,t) = Ae'¥T=“% die Wahrscheinlichkeitsstromdichte
ist j(r,t) = p(r,t)ve(r, t), wobei v (r,t) = hk/m ist die Gruppengeschwindigkeit und
p(r,t) = |AJ]2%

3. Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsstromdichte fiir alle drei Teilgebiete aus Aufgabe
16. Diskutieren Sie den Grenzfall V5 — oo, @ — 0 mit Vpa = const.

5 Punkte

Ausgabetermin: 18.5.2005, Abgabetermin: 30.5.2005, 11 Uhr
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Schakel, Glaum, Nogueira

Aufgabe 13: Baker-Campbell-Hausdorff Formel.

ACARY = [ARLA

A, B seien Operatoren, die beide mit [A, B] kommutieren. oy 7
{ A ‘S R .
1. Man zeige zunichst (n = 1,2,3,...) L ‘(S - LAR;&P:

[4, B =nB""![A, B], [A™, B] = nA™ !4, B].

2. Man betrachte die Schar von Operatoren f(\) = eMerB mit A € R und zeige

df
-5 = (A+ B+ XA, B)f(N).

Man schliefle daraus, dafl

1
eAeB — eA+B+§[A,B]_

\( 4 Punkte
Aufgabe 14: Vorbereitung zur kohirenten Zustinden.

Seien a und a' Operatoren mit [a,af] = 1 und a|0) = 0.

1. Berechnen Sie den Kommutator [a, (a!)"].

2. Seien |n) = c,(a’)?|0). Bestimmen Sie die Koeffizienten c,, so daf |n) auf Eins
normiert sind.

3. Zeigen Sie, daB |2) = ez“f|0) ein Eigenzustand von a ist (z € C), und bestimmen Sie
den Eigenwert.

4. Berechnen Sie (21]22).

4 Punkte

Aufgabe 15: Kohirente Zustinde des Oszillators.

Betrachten Sie die kohdrenten Zustinde |z) = e~*I?/ 2ez‘“‘|0) (z € C) eines eindimensio-
nalen harmonischen Oszillators zur Zeit ¢ = 0. Fiir diesen gilt

R h
;f::,/Qmw(aT—ka), p=1 T;W(af—a),

und



1. Zeigen Sie, daB8 die Erwartungswerte (z(¢)|Z|2(t)) und {z(¢)|p|2(t)) eine Schwingungs-
bewegung durchfiiren, und bestimmen Sie die Amplituden. Ist das Zeitverhalten der
Erwartungswerte von = und p mit den klassischen Bewegungsgleichungen vertriglich?
Unter welcher Bedingung ist der Erwartungswert der Energie mit der klassischen
Energie identisch?

2. Berechnen Sie die Unschirfe von &, p, und H in den Zustanden |z(t)).

4 Punkte

Ausgabetermin: 9.5.2005, Abgabetermin: 23.5.2005, 11 Uhr
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. W
Aufgabe 11: Energiebénder. N \ \ .
—_—2 HOCQ’L - 1 Orown

Gegeben sei ein periodisches Potential
N
V(z) =AY d(z - na), (A <0).
n=1
Gesucht werden Lésungen ¢(z) der Schrédinger Gleichung mit periodischen Randbedin-
gungen ¥(z + Na) = ().

1. Zeigen Sie, daB es fiir maA/h? < —2 genau N gebundene Zustinde gibt.

2. Stellen Sie fiir N = 11 und mA/A? = —1 die zugehérigen Energieeigenwerte als Funkti-
on von a im Vergleich zu dem Energieeigenwert eines isolierten é-Potentials graphisch
dar.

6 Punkte
\QEM Hui\LM ‘J:L'\CD»\_

Man schreibt die allgemeine Losung der Schrodinger-Gleichung fiir den harmonischen Os-
zillator als eine lineare Kombination von stationiren Zusténden ¢, (z):

Aufgabe 12: Kohirenten Zustinde.

¢("Ea t) - Z an¢n(x)e_iEnt/h7

n=0

mit bestimmten Koeffizienten a,, E, = (n + 1/2)/w und

p

¢n($) _ 2nn|ﬁ e—ﬂi’z?/?Hn(ﬂw)’

wobei 8 = \/mw/h. Hy(y) stellen dabei Hermite-Polynome dar.

1. Beweisen Sie die Orthonormalitit

/d:c On(Z)Pm(z) = Spm.

2. Nun betrachtet man ein Gauss-Packet, der zum Zeitpunkt ¢ = 0 um zg zentriert ist:

Y(z,0) = \/%exp [—%2(95 - xO)QJ .



Benutzen Sie die Orthonormalitit von ¢,(z), um die a,’s zu bestimmen. Zeigen Sie,

daB

|[9(x, t)|2 = ﬁ eXp[—ﬂQ(aJ — o COS wt)z].

N3 :

Skizzieren Sie die Zeitentwicklung von |i(z, t)|2.

Hinweis: Benutzen Sie die erzeugende Funktion der Hermite-Polynome

R SRR ASmdiay SN ( >

6 Punkte

Ausgabetermin: 2.5.2005, Abgabetermin: 16.5.2005, 11 Uhr
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Losung zur Aufgabe 11

Das Potential hat die Form
N
V(z) = )\Zd(:c—na). (1)
n=1

Betrachten wir nun ein Gebiet z € ([n — 1]a,na) mit n = 1,2, .... In diesem gilt V(z) =0
und aus der Schrodinger-Gleichung folgt mit dem Ansatz 1(x) = €™ eine folgende charak-
teristische Gleichung;:

ner
T om k. =)
Diese hat zwei Losungen
2mFE
Elo=4Kk , wobei &= —%. (3)

Wohlgemerkt ist & fiir gebundene Zustéinde (E < 0) reell. Die Wellenfunktion im Gebiet
z € ([n — 1]a, na) hat dann die folgende allgemeine Form:

Yn(z) = bp€™ + cpe ™. (4)

Da diese Wellenfunktion aus allgemeinen Griinden iiberall stetig ist, muss sie auch an der
Grenze zwischen zwei solchen Gebieten stetig sein, d.h.

Yny1(na) = Yp(na) oder by 1™ + cpp1e7""¢ = be"™ 4 ¢ e 0. 5
+ + +

Die erste Ableitung ist zwar an der Grenze zwischen zwei Gebieten unstetig, macht aber
nur einen endlichen Sprung, und die Sprungbedingung lautet

2mA
Yny1(na) — Py (na) = —5¥n(na) oder
2mA
N(bn+16ma ~ Cpp1e” M — be e 4 cw‘”"“) = —;; (bne’m“ + cne_"‘"“>. (6)

Aus den Gleichungen (5) und (6) kénnen wir das folgende rekursive Gleichungssystem her-
leiten:

ln H maA mA
bn-He (n+1)a = ¢ al:(1+W>bnemw+ch€ rma]

A A
Cn+16_ﬂ(n+1)a = ge7Fa l: - ,:n_hzbnenna + (1 _ %)cne—nna] (7)

Dieses lineare Gleichungssystem lisst sich auch bequem in Matrixschreibweise darstellen:

b +1en(n+1)a b, ekna
( cr:_le—:lc(rz-+-1)zz =M cn?;—nna ’ (8)
wobei M die Matrix
(1 + %)e"“ E”—’ﬁée"‘“

(9)
_Zt_h/\fe—na (1 _ kmﬁ)%)e—na



darstellen soll.

Betrachten wir nun das Gebiet z € (Na, [N + 1]a). Fiir diesen gilt n = N und

b k(N+1)a bretiVe by k(N—1)a
N+1€ =M PN ) =M Ne = .. (10)
CN41E £(N+1)a cye "N CN_1€ kK(N-1)a
Den Prozess der Rekursion kann man immer tiefer verfolgen, bis man schliesslich findet,
daB es gilt
k(N+1)a Ka
( bN+le—n(N+1)a > = MN( ble—na ) . (11)
CN+1€ Cc1€
Andererseits wissen wir aber, da unsere Wellenfunktion periodisch ist mit der Bedingung
v+ Na) = ofr). Das lasst sich fiir @ = « in nnserer Sprache mit gestiickelten Wellen-
funktionen auch schreiben als ¢y 1 ([N+1]a) = ¥ (a), also
(D y (e "
CN+1€ c1€

Der Vergleich zwischen (11) und (12) ergibt eine wichtige Bezichung
MN =1 ) (13)

wobei I die (2 x 2) -Einheitsmatrix representieren soll. Um diese Gleichung auswerten
zu konnen, miissen wir allerdings unsere Matrix (9) potenziieren. Das geht mit Hilfe des
Diagonalisierungstricks:

m 0 -1
M=T 71 14
(0 ,72) (14)

Dabei sollte T' die Transformationsmatrix darstellen und 7; o die beiden Eigenwerte der
Matrix M. Letztere lassen sich ausrechnen mit dem Ergebnis

A A 2
M,2 = cosh fcq + % sinh ka + i\/l - [cosh Ka + % sinh na] (15)

Die Transformationsmatrix ldsst sich nicht so leicht herleiten, aber gliicklicherweise wird sie
auch nicht benétigt. Dies siecht man wie folgt:

N
MN:T(m 0 )T*:IQ. (16)

Multipliziert man nun beide Seiten mit 7! von links und mit 7" von rechts, so erhéllt man

N
™ 0 _ =1 T _ 10
( 0 né">_T IzT-—-IQ—(O 1). (17)

Wie man hier direkt sieht, spielt die Transformationsmatrix hier keine Rolle mehr. Die
Losungen des Problems lassen sich deshalb explizit angeben als

M1,2 = €xXp {27ri nlyg/N} (18)

mit ny2 = 1,2,..., N. Durch den Vergleich mit dem Ergebnis (15) sehen wir unmittelbar,
daB m und 7y zueinander konjungiert sind, sprich no = N —n1, und daB deren Reallteile
folgende Gleichung erfiillen

cos(2mn/N) = cosh ka + mh% sinh ka. (19)
K



Die linke Seite kann nur Werte zwischen +1 und -1 annehmen, wihrend die Funktion auf
der rechten Seite nur positive Werte mit Sicherheit annehmen kann. Die negativen werden
dagegen nur bei bestimmter Parameterwahl getroffen. Je nach Wahl der Losung kann auf
der linken Seite obiger Gleichung der Wert -1 (z.B. bei n = N/2 fiir gerade N) angenommen
werden. Damit gesichert ist, da dies tatséchlich auch eine Lésung ist, muss die rechte Seite
von (19) diesen Wert -1 auch erreichen oder gar unterschreiten. D.h. nun

mA .
cosh ka + 2 sinhka < —1 (20)

muss erfiillt sein. Das liefert wiederum die gesuchte Einschrinkung fiir die Wechselwir-
kungsstirke A:

mAa 1+ cosh ra
— < R ————
I3 sinh ka

(21)

[\
!
™

Die letzte Ungleichung gilt tatséichlich fiir alle x- nnd a-Werte, was man 2.B. mit Mathe-
matica leicht sehen kann. Damit ist Aufgabe 11.1 vollstdndig geklirt.

Nun zum Aufgabeteil 11.2.



. %Lwl&:& W% h«f@r%

~, £ ex |
oy T e g b o
a*‘ﬁ TRt ugew &, e [nag

-

<
St = AW g %("‘) ‘ C:

WA C(\\ ) C\\( + P\BL\% T e ; %

“

AWy B0, ey o ek

ch;\ tm Mo“-\_e,, R C('-‘-'tg%r)

> () wa ~
Cory ' = Al e . wa
w “ C "
& ) e ' ~oe
iy

=l e

- P\«‘\ﬁx&km\awx

.> —(+A
(L—m—,\ C( ) o

> ~~Ra o~ 1

b a\
C-?w C(v\u)mx =n. < C - (E .
. wX ‘ C
C. e "% O <






i L
At
A-O‘S% +o

2l
“gjr s
u{/[}‘ 0) ~ 4,“ (y) {
a, = g dx

S 3D




hedied Qe

Ubungen zur Theoretischen Physik IV, Quantentheorie SS 05, Blatt 3

Kleinert, Glaum, Nogueira

Aufgabe 8:

Zeigen Sié, dafl die Operator-Beziehung
eipa/hl, e—ipa/h —z+a

gilt. Der Operator e ist definiert als

o0
A4
e _E —

n!

n=0

Hinweis: Berechnen Sie eP*/"ze=®%/"f(p), wobei f(p) eine beliebige Funktion von p sei,
und bentitzen Sie x = ikd/dp.

3 Punkte

Aufgabe 9:
Bestimmen Sie die Energie des gebundenen Zustandes fiir das Potential
Vi(z) = —A6(x), (A>0).

3 Punkte

Aufgabe 10:

Ein Teilchen der Masse m bewegte sich im Potential
V(z) = =A[d(z — a) + 6(z + a)], (A>0).

Geben Sie die (transzendenten) Gleichungen fiir die beiden Bindungszusténde des Systems
an und schétzen Sie die Differenz der beiden Energieniveaus fiir grofies a ab.

3 Punkte

Ausgabetermin: 25.4.2005, Abgabetermin: 9.5.2005, 8 Uhr
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Ubungen zur Theoretischen Physik IV, Quantentheorie SS 05, Blatt 2

Hamprecht, Glaum, Nogueira

Aufgabe 5: Normierung im Konfigurations- und im Impulsraum.

Zeigen Sie, dass eine Wellenfuktion 1(z), die im Konfigurationsraum normiert ist, also

[ w@ida =1

—O00

erfiillt, auch im Impulsraum normiert ist, d.h. dass dann

| ewprae=1

—0o0
ist, wobei ¢(k) die Fouriertransformierte von (z) sei.

2 Punkte

Aufgabe 6: Zeitliche Entwicklung eines Wellenpakets.

Betrachten Sie folgendes Wellenpaket eines freien Teilchens zur Zeit t = 0:
¥(z,0) = A[e——,u(x——a)2+ikx +e—p,(z+a)2+ikz] .
Es sei 4 > 0 und A reell.
1. Normieren Sie 9(z, 0).
2. Bestimmen Sie (z(t)), (p(t)), Az(t), und Ap(¢).

3. Skizzieren Sie |¢(x,t)|? fiir ¢t = 0 und fiir verschiedene ¢t < 0 und ¢ > 0.

3 Punkte

Aufgabe 7: Energieniveaus im Potentialkasten.

Der heutige Stand der Halbleitertechnik gestattet die Herstellung von Bauelementen, in
denen sich Elektronen praktisch frei in einer Ebene zwischen zwei isolierenden Schichten
mit nur atomarem Abstand von einander bewegen kénnen. Das folgende Modell, bei dem
allein die z-Richtung, senkrecht zu den isolierenden Ebenen, betrachtet wird, beschreibt
ndherungsweise das Verhalten der Elektronen.

1. Stellen Sie die Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen der Masse m in einem ”Kasten-
potential”

0 wenn |z| <a/2

oo sonst

V(z) = {

auf.



. Welchen Wert muss (£a/2,t) haben und warum?

. Gehen Sie mit dem Ansatz ¢ (z, t) = ¥(z) exp(—iwt) zur ”zeitunabhiingigen Schrédinger-
Gleichung” iiber.

. Bestimmen Sie die Eigenfunktionen ¢, (z), die zugehorigen Eigenfrequenzen w, und
die Energieeigenwerte E,.

. Die Wellenfunktion des Teilchens habe anfangs die Form v(z,0) = A(a — 2|z|) fiir
|22| < a. Normieren Sie sie und stellen Sie sie als Linearkombinationen der Eigen-
funktionen v, (z) dar.

. Gewinnen Sie einen Ausdruck fiir die Dichte p(z,t) dieses Wellenpakets fiir beliebige
Zeit t und stellen Sie p(z,t) fiir ¢t = 0 und fiir einige weitere geeignet gewihlte Zeiten
als Funktion von z grafisch dar.

7 Punkte

Ausgabetermin: 18.4.2005, Abgabetermin: 2.5.2005, 8 Uhr
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