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Ubungen zur Theoretischen Physik IV, Quantentheorie SS 05, Blatt 9

Schakel, Glaum, Nogueira

Aufgabe 24: Schrödinger-Gleichung in einen Elektromagnetischen Feld: Eichin-
varianz und Aharonov-Bohm Effekt.

Für ein geladenes Teilchen in einem elektromagnetischen Feld mit Vektorpotential A(r, t)
lautet die Schrödinger-Gleichung

. - } ü ( r , t )  (  t ,  . r r 2  . )oo-; :  :  
\ ; l - ihv 

-  eA(r ,  t ) l '  + ee@,t)  j  t t ( r , t ) .  (1)

1. Wie muß der Ausdruck für die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j modifiziert werden,
damit in diesem FalI die Kontinuitätsgleichung gilt?

2. Man schreibt ,lrt,t) : Jp(r3)eid(r't) rni1 p(r,t) : hb\,t)12. Zeigen Sie, daß die
Wahrscheinlichkeitsstromdichte als j(r, t) : p(r,t)lhY0(r,t) -eA(r, t))lm geschrieben
werden kann.

3. Zeigen Sie, daß die Schrödinger-Gleichung (1) invariant unter den Eichtransformatio-
nen A' : A * (h/ e)(Vy), p, : p - (ftl Q@yl 0t), r/.,, : six,.f) ist.

4. Betrachten Sie ein rotationsfreies zeitunabhängiges magnetisches Feld B : V x A : 0.
Zeigen Sie, daß die Wellenfunktion

eine Lösung der Schrödinger-Gleichung (1) ist, wobei C(r) eine beliebi,ge Kurve ist, die
auf dem Punkt r endet. Die Funktion tho(r,t) ist dabei eine Lösung der Schrödinger-
Gleichung mit A : 0 und beliebigem <p. Warum macht (2) keinen Sinn, wenn B + 0
am Orte r ist.

5. Betrachten Sie jetzt das Beugungsexperiment am Doppelspalt mit einem geladenen
Teilchen. Man stelle sich einen sehr langen Flußschlauch senkrecht zur Streuebene in
einem winzigen Gebiet hinter den Spalten vor (siehe Abbildung). D.h. B f 0 ist nur
in diesem kleinen Gebiet und Null außerhalb. Zeigen Sie, daß die Phasendifferenz für
die Intensität 1 x cos2 Ad die Form

,b(r,t): üo(r, rl*n 
[,f f"o,o,' 

A(/)] (2)

L , o : ' , r - 0 2 + 1 { a ,  o- n J . ijj"* -> 
\. F{,*.r"

hat, wobei d1 und 02 diejeweiligen Phasen der ebenen Wellen ty'e von beiden Pfaden
sind.

6. Wie sind die Interferenzmaxima im Vergleich zu dem üblichen Dopelspalt-Experiment
verschoben?



8 Punkte

(Bo > o)-

1. Wählen Sie die Eichung A. : -yBoe, und schreiben Sie die Schrödinger-Gleichung
für dieses System.

2. Zeigen Sie, daß die Energieeigenwerte

E*(k " ) :# * tu " ( " . ; )  ( s )

sind, wobei n:0,7,2, ... und ar" : eBo/m ist die sogenannte Zyklotronfrequenz.

Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz ,b(r,y, z) - pi(k,n+r,") f (y), um die zeitunabhängige
Schrödinger-Gleichung zu lösen.

3. Zeigen Sie, daß die Eigenfunktionen

,t, (,, a, a : jffi ", l-Wl, " (\#)
sind, wobei tB : Jh/(eB1) ist die sogennante magnetische länge und 96 : -hk,/(eBs).

5 Punkte

Ausgabetermin: 8.6.2005, Abgabetermin: 20.6.2005, 11 Uhr



a \ r
l" \,tY:^^^q

- . \ . _

& zr..

4 (*{'-*{t"f-,(EA_*\

' t

C  =  -  t  ,  ( )'  \ '

e)

3\

_ \ )
[ / r / . - f l r -€ A - r, w 1)J l '( i ,+) .,*t -  

|

\ l

r e,Ä ̂�|-'- L (t*1 Y'l " i\
" i  J
v

=  l , \ ä +
( s,".) l-'

ü

* r l l

t < A  I  1 '  = * = . X ,

,1*' r']
* : xc  fe Lrh t

n--7 >1 G*l 
te"n^ Lutn^

\ )  , ^ r| >\ .r*-[i{"-t(o , &ue.-:, :u(t . \q i;. _1r . ,O r -*3''= \E \bq 
ö L --.ifL

l+ils .[i '. FF,) = Ä i-) i
I  c to )  '  /  

I
'

* 5a" . ,4 (*,\ = 4 t.)
)t

s -s,
v  xÄ(** \  1 )" - /  -  ' * r

+



,--'y'

q
C y

. ' . <
I

lo
I - c n

>*\**$l \r^=,<.L-- & Ag

1( .-) = } (r) + T. (*) = l-t"l .,ü | ft\ .-, üI 2

[^f t - '=11 :  \ \ f  - \ - t" f  , " '  (ü"-r .)*  huf.€i( . ]^-J.)  u i l r t ,
= ? t-.t f  (4*.o= lü -rt) :  \  lv.tt .  (o*{+t)

. r '
L%qI=?s

4\ te \.n) *nL-, , $=o J*
z \ , r-l t '\Y= E .t

i ^ , ^
ü -- h ("\ * H'*\ , n t.)

-::r ..'$i Ä*^**{, k, }

ü A .x-^;ß d,^{q*t'o LL16f;*

i L " x
, + L

; t - a
v Q

^t ( r )  -  \ ( ,  \ ( r )  \6 . )
^t" (*)

1L i')



jf_ t
? r- d"t

f t,'{( . {  -  E { t r )_ ( r  t  4  l r r  - 2+\r) - "* L\r_ o.\B"i {(r}7"n

r l  \+- r l
/ a \  - . n  ö

-\ \*'** l:, & o.-

7'-- q,' I tr
) :

0:a

* \.'
I
I
I ( -
I E
I
\
\

?u^

LL*+',,-.

i  2  . L
- -L  d  f (q \ * i -B '
?-* -* 

-q\' ' 
Z,*- i '

{^=  h* , ( t - " \
' t - )

\o) = -' B.
\^

r-?
M d - \

e_ -zr
4 t(+
)
l

t
t
1 -\

{
f r
l - \' \ i

t. fü
4  "  W . - r )

\\ | f.---l -
tr-\n 

\v; \
T \



v-
-'':1

PL
l--'-----' /  h ' )r v  A

{' -/

Tl

9i-ci. i.^ 7UÄ.^ I 3 t{o o*- ,.ri^r!,^.rl *..^.4
\L L ,  ,  L i ]

LL, , L_l

i*d*-...^4

t g ,TJ
L 1. ,J=j
tu, \"1

- ( > " f ': .{ .. l!c-

I  t - ,  L, l\  t  , f

.  I t
.3-T

{'.itll* k\

Itt t l l'  u l  J :  - ) t  € .  .  I. , i k  \

a^.. I ")

r,( \ \,_)

o t̂ 'Z \rr-

= o

\ , " , )

I t , * )  -=  , ^o  \ ,Q . , r )

1
$*,:"'?J^t I



ÄJ.=Lzz
n) 

\. (") > - \
1

€:

l.

!L
0 (*.q)lhr

2,[ +\,r

l r  I
st-oL* q;,-.*_'

$ -f1++t^,<-=.

iA o{* &:rL*

Au-,

\
(_

h : o

w > o '\ R..^-tt d. L .l* ü*.*.

s+
{.:.'

*-{>v,n

s*,-( =z_
L=" { \ , \-

(_

t =  - (
u*t^

s
I

In=-.o

oo

\
I

q=*.o(o

' )

{^*. t
,**.)

t ̂ )\A

,).ett r.-.' G-!

I



v 4

\ i ,
\ i , /i i
rf

*\.

I -,uLu

l_ (*)
1 2 3

-

4 - ,x:)

ctq

, Lt-
.-"sl

(

\ ü f 4  X
)
o

- ) <
q- .s I- (*.4) > o(. I- f*)

Vr"--,Q!**,^ ^",1n^\ d%

ra[*[{ä+
l -.-L,.^ r

' \ t "
ec*& ür.\^le-
-\

l -1 ,  t  ' t -)  - !^

I  { . * ), l



k:J-** 
\*.

Übungen zur Theoretischen Physik IV, Quantentheorie SS 05, Blatt 7

Schakel, Glaum, Nogueira

Aufgabe 18: Vollständigkeitsrelation für die Kugelflächenfunktionen.

Zeigen Sie, daß die Kugelflächenfunktionen die Vollständigkeitsrelation

m + l

t  t  Y^(Ü,p)Yk@',rpl) :  (sinT9)-ta(rl  - ' ,9')6(p - p')
L=O m=-l

erfüllen.
Hinweis: Benutzen Sie, daß eine F\rnktion auf der Kugeloberfläche in der Basis der Kugel-
flächenfunktion zerlegt werden kann, d.h.

f (s,p): i i amy*(o,e), o,t, l.J Z.^ \:**,.^*o-^
t :O m: - l  

(q

und es gilt die Orthonormalitätsrelation

f 2 r  rT

I ae I ae "i" 0 Y1^(8 , 9)Y7i*, (8 , 9) : 51y 6* , .
Io  Jo

3 Punkte

Aufgabe 19: Drehimpuls und Kommutatoren. l$

Gegeben sei der Drehimpulsoperator L : r x p mit der Eigenschaft lh, Lil : ihDr,eqxLx.
Zeigen Sie, daß:

1. für Vektoroperatoren A und B die Relation [A . L, B . L] : ih.(A x B) . L gilt unter
der Voraussetzung, daß A und B untereinander und mit L kommutieren;

2. [Lt ,pÄ: th.D*e; ippp und lL*r i :  thD*ei jkrk;

3 .  lL ' , x ] :2 i , f t (x  x  L -z f i . x )  und [L2 ,p ]  :z t f t (pxL_ � i , f ip ) ;

4. frir jede skalare Funktion "f (x, p) : Dpo(orx2 + bnp2 i cnx.p * dnp. x)' mit a,,
bn, cr, dn e C gilt [L2, /(*, p)] : 0;

5. für einen Vektoroperator V(x, p) gilt: ll,t, Vl :2i,h,(Y x L - ihY).

5 Punkte

Aufgabe 20: Drehimpulserwartungswerte in einen bestirnmten Zustand.

Betrachten Sie ein System mit dem Drehimpuls I : 1, dessen Zustandsraum durch die
Basis | + 1), l0), | * t) der drei gemeinsamen Eigenvektoren von L2 (Eigenwert 2fi2) und L"
(Eigenwerte lh,0bzw. -ä) aufgespannt wird. Das System befinde sich im Zustand

l r l , )  :  " l+ r) + plo) + r l  -  1),
wobei o, p,7 drei gegebene komplexwertige Parameter sind.



1. Berechnen Sie den Erwartungswert (L) des Drehimpulses in Abhängigkeit von a, B
und 7.

2. Geben Sie den Ausdruck für die drei Erwartungswerte (LZ), QZ) und (L!) in Abhängig-
keit von diesen Größen an.

4 Punkte

Ausgabetermin: 23.5.2OO5, Abgabetermin: 6.6.2005, 11 Uhr
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Übutrgen zur Theoretischen Physik IV, Quantentheorie SS 05, Blatt 6

Schakel, Glaum, Nogueira

Aufgabe 16: Potentialstufe.

Betrachten Sie eine Potent ialstuteV(r) :Vo) 0, wenn r € [0,  a] ,V(r) :0 sonst.  Best im-
men Sie den Durchlässigkeits- und Reflektionskoeffizienten für Energien 0 < E < I/s durch
Lösung der zeitunahängigen Schrödinger-Gleichung.

6 Punkte

Aufgabe 1 7: Kontinuitätsgleichung.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(r,t) : lrht,t)12 und die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

j (r, t) : - 
fi l+. tr, t)Y tl., ft , t) - rl, (r, t)V {,,. (r, t)),

erfüllen die Kontinuitätsgleichung

A  + V .  j : 0 .
a t '

1. Beweisen Sie dies unter Verwendung der Schrödinger-Gleichung.

2.  Sei  lb( r , t ) : l th( r , t ) le ig(r , t ) .  Drücken Sie j  durch Betrag und Phase von$ aus.  Zeigen

Sie, daß für eine ebene Welle ,hft,t) - 4"i(k'r-ut) die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

ist j(r, t) : p(r,t)v6(r, t), wobei v6(r, t) : h.klm ist die Gruppengeschwindigkeit und

p( r , t )  :  lA l2 .

3. Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsstromdichte für alle drei Teiigebiete aus Aufgabe
16. Diskutieren Sie den Grenzfall 76 --+ oo, o, --+ 0 mit Vso : const.

5 Punkte

Ausgabetermin: 18.5.2005, Abgabetermin: 30.5.2005, 11 Uhr
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Schakel, Glaum, Nogueira

[A, B"] : nB"-rlA, Bl, lA", Bl : nA"-L[A, B).

2. Man betrachte die Schar von Operatoren /(,\) - e^Ae^B mit .\ € IR und zeige

.lf

7:  @+ B + ) [ ,4 ,8 ] ) / (A) .

"AeB : "e+a+|l.t,al .

Aufgabe 13: Baker-Campbell-Hausdorff Formel.

,4., B seien operatoren, die beide mit [.4, "1 ffi'AS 
^ t ß1 :3 L '1, Bf, A

,qL.[,ß\ : LlgJs1.  Man zeige zunächst  (n :  1 ,2,3, . . . )

Man schließe daraus, daß

U  r r
.- L*[d- U{ J.= ?.lL .iJi,-.^1

4 Punkte

Aufgabe 14: Vorbereitung zur kohäirenten Zuständen.

Seien o und ot Operatoren mit [a, rt] : 1 und alQ) : 0.

1. Berechnen Sie den Kommutator [a, (at)"].

2. Seien ln) : "n(ot)"10). Bestimmen Sie die Koeffizienten c,,, so daß ln) auf Eins
normiert sind.

3. Zeigen Sie, daß lz) = e""' l0) ein Eigenzustand von a ist (z e C), und bestimmen Sie
den Eigenwert.

4. Berechnen Sie (alz2).

4 Punkte

Aufgabe 15: Kohärente Zustände des Oszillators.

Betrachten Sie die kohärenten Zustände lz) : s-1"1212"""110) (z e C) eines eindimensio-
nalen harmonischen Oszillators zur Zeit t : 0. Für diesen gilt

, : l * @ r + a ) ,

H : h^'t (rtr * i)

und



1 .

2.

Zeigen Sie, daß die Erwartungswerte (z(t)ltlz(t)) rnd lz(t)lplz(t)) eine Schwingungs-
bewegung durchfüren, und bestimmen Sie die Amplituden. Ist das Zeitverhalten der
Erwartungswerte von r und p mit den klassischen Bewegungsgleichungen verträglich?
Unter welcher Bedingung ist der Erwartungswert der Energie mit der klassischen
Energie identisch?

Berechnen Sie die Unschärfe von f, p, und F/ in d"n Zustrinden lz(t)).

4 Punkte

Ausgabetermin: 9.5.2005, Abgabetermin: 23.5.2005, 11 Uhr
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Ubungen zur Theoretischen Physik IV, Quantentheorie SS 05, Blatt 4

*-D -!9"L jT\"ot..-wt

( l  <  0) .
n = L

Gesucht werden Lösungen r!(r) der Schrödinger Gleichung mit periodischen Randbedin-
gnngen ,!(r + Na) : {(r).

1. Zeigen Sie, daß es flür mü,f h2 < -2 genau N gebundene Zustände gibt.

2. Stellen Sie für ly' : 11 rnd m),f h2 : -1 die zugehörigen Energieeigenwerte als F\rnkti-
on von a, im Vergleich zu dem Energieeigenwert eines isolierten d-Potentials graphisch
dar.

6 Punkte

Aufgabe 12: Kohärenten Zustände.

. t f l

l,,u* h*Jl-**1,'.^.

Man schreibt die allgemeine Lösung der Schrödinger-Gleichung für den harmonischen Os-
zillator als eine lineare Kombination von stationären Zuständen $n@):

, ' S, !  ( r ,  t )  :  
\o ,ö, ( r )e- i  

E^t  /  h ,

mit bestimmten Koeffizienten o,,, ", :71'* r/2)tu t und,

Schakel, Glaum, Nogueira

h
Aufgabe 11: Energiebänder. lk

Gegeben sei ein periodisches Potential

t/

V(r) : .1| 41" - na),

ön(r\ : 
rffi ,-e"' /' Hn(',),

wobei B : 1/multt,. H"(A) stellen dabei Hermite-Polynome dar

1. Beweisen Sie die Orthonormalität

I
I  dr  Q"( r )Q*(r ) :5n .

2. Nun betrachtet man ein Cu.rrl-pu"t "t, der zum Zeitpunkt t : 0 um r0 zentriert ist:

TT
n 1 -r--
Y { "

f a 2 ' l"*n f-!f ' 
-,ü')t l t ( r ,0)  :



Benutzen Sie die Orthonormalität von ö"(*), um die an's zu bestimmen. Zeigen Sie,
daß

lrb@, t)12 : + expl- B2 (r - no cos ut)2).
v1t

Skizzieren Sie die Zeitentwicklung von lr!@,t)l'.

Hinweis: Benutzen Sie die erzeugende F\rnktion der Hermite-Polynome

s-t2+z4v :p^#ru"rr. t 4ö"-h:\L^.'ia* I )
6 Punkte

Ausgabetermin: 2.5.2005, Abgabetermin: 16.5.2005, 11 Uhr



Ubungen zur Theoretischen Physik IV, Quantentheorie SS 05, Blatt 4
Lösung zur Aufgabe 11

Das Potential hat die Form

N

V(r) :.1! a(r - na).
n:l

Betrachten wir nun ein Gebiet r e (fn - l lo,na) mit n:1,2,.. . . ln diesem gil t  V(r) :  Q
und aus der Schrödinger-Gleichung folgt mit dem Ansatz ,b@) : ery eine folgende charak-
teristische Gleichung:

- _ a r

2rn

Diese hat zu'ei Lösungcn

€t ,z :  In  ,  wobe i  o :  , f  - ' r y - '  .
y tL"

Wohlgemerkt ist rc für gebundene Zustände (E < 0) reell. Di
r e (fn - 7]o,na) hat dann die folgende allgemeine Form:

(2)

' , !"(r) : bne^' I cne-n'.

(1 )

(3)

e Wellenfunktion im Gebiet

(4)

Da diese Wellenfunktion aus allgemeinen Gründen überall stetig ist, muss sie auch an der
Grenze zwischen zwei solchen Gebieten stetig sein, d.h.

4;"+t(na) : ,!"(na) oder br+r€nno * cnale-Rno : bneono + "n"-o'o. (5)

Die erste Ableitung ist zwar an der Grenze zwischen zwei Gebieten unstetig, macht aber
nur einen endlichen Sprung, und die Sprungbedingung lautet

,lt '^+r(no) - rb'^@o) : 
ffr!,{no1 oder

n(bnaleo'o - cnrte_�,na - bneono -t c,',e_�ono) :'# (On"o'o * cre_,ono). (O)

Aus den Gleichungen (5) und (6) können wir das folgende rekursive Gleichungssystcm hcr-
leiten:

b,a1so(n*tto - """ 
l(t 

- #)b'eono + 4","-"."f

cn,,1e-K(n*r)a : "-^"1- ffiu,"^. * (t - #)^u*"] g)

Dieses lineare Gleichungssystem lässt sich auch bequem in Matrixschreibweise darstellen:

( Y;;;:lTi[ ) : * ( !;1"" ), (8)

,=((+*a)* (r ?;i" "")
wobei M die Matrix

(e)



darstellen soll.

Betrachten wir nun das Gebiet r € (Na, [N + 1]a). Für diesen gilt n : N und

( b 1 , , * 1 s " ( N + l ) o  \ _ n n (  b N e * N o  \ _ n r z (  b 1 ! - r s n ( N - 1 ) a  \ _
( " r * , " - ' ( N + r ) o  ) : M  \ r " L - " " .  ) : ' "  ( Ä _ , ; - " ( N - l ) a  ) : ' .  

( 1 0 )

Den Prozess der Rekursion kann man immer tiefer verfolgen, bis man schliesslich findet,
daß es gilt

( a"*'""(Il'li ) : ,' ( !,:!1"\ (r1)
\  cru+re-^(N+t)" \  , r"-*"  ,  

'

Andererseits wissen wir aber. daß unsere Wellenftrnktion periodisch ist mit der Bedingung
i , ' ( . r :  - f  I r r , )  :  i - . ' ( : r : ) .  Dr rs  l i i ss t  s ic l r  f i i r . r '  *  r r .  i r r  ru rscrc r  S l r r i rc r l rc  r r r i l  g t ,s t i i c l t c l t c r r  \ \ r ' l l t ' r r -
f r t t r l i t ionerr atr t : l t  sclrreiben als u,, i '+r( [N*i ]o.)  :  T,r t(o).  also

(  b . r , 1 e ^ ( . \ ' r l ) , r  \  /  I , t , n , '  \

\  . r , , e - r ( N + l ) o  /  
:  

\  c t e - x a  ) '

Der Vergleich zwischen (11) und (12) ergibt eine rviclrtige Bezichuug

\ t , 2  : cosh rco  .  
#s inh rca  

*O

( T  # ) : r - ' � l , r : I z : ( ä ? )

(12)

M N : I z  1 (13)

wobei Iz die (2 x 2) -Einheitsmatrix representieren soll. Um diese Gleichung auswerten
zu können, müssen wir allerdings unsere Matrix (9) potenziieren. Das geht mit Hilfe des
Diagonalisierungstricks :

Dabei sollte ? die Transformationsmatrix darstellen und ry,2 die beiden Eigenwerte der
Matrix M. Letztere lassen sich ausrechnen mit dem Ergebnis

(14)M :  r  (q ;  i , )  r - '

(  15)

Die Tlansformationsmatrix lässt sich nicht so leicht herleiten, aber glücklicherweise wird sie
auch nicht benötigt. Dies sieht man wie folgt:

/  N  n \
MN : r  (  ' tA 

_ ' ,  \ r - '  :  I r .  (16)
\ u  q r ' /

Multipliziert man nun beide Seiten mit ?-1 von links und mit ? von rechts, so erhäilt man

(17)

Wie man hier direkt sieht, spielt die Tlansformationsmatrix hier keine Rolle mehr. Die
Lösungen des Problems lassen sich deshalb explizit angeben als

\ r ,2:  u*v 
{zm 

"r , r lN\ (18)

mit ny2 : 1,2,..., N. Durch den Vergleich mit dem Ergebnis (15) sehen wir unmittelbar,
daß 41 und 42 zueinander konjungiert sind, sprich n2 : N - n1, und daß deren Reallteile
folgende Gleichung erfüllen

cos(2nnf N) : cosh oo+$sinhrca. (1e)



Die linke Seite kann nur Werte zwischen *1 und -1 annehmen, während die Funktion auf
der rechten Seite nur positive Werte mit Sicherheit annehmen kann. Die negativen werden
dagegen nur bei bestimmter Parameterwahl getroffen. Je nach Wahl der Lösung kann auf
der linken Seite obiger Gleichung der Wert -L (2.8. bei n : N l2 fnr gerade N) angenommen
werden. Damit gesichert ist, daß dies tatsächlich auch eine Lösung ist, muss die rechte Seite
von (19) diesen Wert -1 auch erreichen oder gar unterschreiten. D.h. nun

muss erfiillt sein. Das liefert wiederum die gesuchte Einschränkung für die Wechselwir-
kungsstärke Ä:

, m),
cosh rca * - sinh rco ( -1

nltz

nr ),rt 1 * cosh r.'a
. t ., ' ,

lL' sllll l f;0,

(20)

( 2 1 )

Dic lctztc f lngleichrrng gi l t  tatsi ic l r l i r l r  f i i r  i r11c r , : -  rrrr<l  o-\ \ Icrt t . .  \ \ ' i rs nr i r l r  z.B. rrr i t  l Iothc-
mattca leicirt sehen kann. Damit ist Aulgabe 11.1 vollständig geklärt.

Nun zum Aufgabeteil 7L.2.
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Übungen zur Theoretischen Physik IV, Quantentheorie SS 05, Blatt 3

Kleinert, Glaum, Nogueira

Aufgabe 8:

Zeigen Si6, daß die Operator-Beziehung

" i . pa /h r " - i pa /h : r I e ,

gilt. Der Operator eA ist definiert als

" o :  i  { .
? -  " t '

Hinweis: Berechnen Sie eip"/hre-oo"/of (p), wobei /(p) eine beliebige Funktion von p sei,
und benützen Sie r : lh)l0p.

3 Punkte

Aufgabe 9:

Bestimmen Sie die Energie des gebundenen Zustandes für das Potential

V ( r )  :  - ) d ( r ) ,  ( )  >  0 ) .

3 Punkte

Aufgabe 1"0:

Ein Teilchen.der Masse m bewegte sich im Potential

v(r )  :  - ) [ö(z  -  e)  + ö(r  *  a) ] ,  (^  > o) .

Geben Sie die (transzendenten) Gleichungen für die beiden Bindungszustände des Systems
an und schätzen Sie die Differenz der beiden Energieniveaus für großes a ab.

3 Punkte

Ausgabetermin: 25.4.2OO5, Abgabetermin: 9.5.2005, 8 Uhr
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Ubungen zur Theoretischen Physik IV, Quantentheorie SS 05, Blatt 2

Hamprecht, Glaum, Nogueira

Aufgabe 5: Normierung im Konfigurations- und im Impulsraum.

Zeigen Sie, dass eine Wellenfuktion rl;@), die im Konfigurationsraum normiert ist, also

l { ( r ) l2dr  :1

erfüllt, auch im Impulsraum normiert ist, d.h. dass dann

l ö ( k ) l 2dk :  L

ist, wobei /(k) die Fouriertransformierte von ,r/(r) sei.

2 Punkte

Aufgabe 6z Zeitliche Entwicklung eines Wellenpakets.

Betrachten Sie folgendes Wellenpaket eines freien Teilchens zur Zeit t : 0:

,,lt@,0) : 41"-u@-a)2+ikt 1"-u@*a)2+ik"�1 .

Es sei p, > 0 und Ä reell.

1. Normieren Sie ,lt@,O).

2. Bestimmen Sie ("(t)), (p(t)), Ar(t), und Ap(t).

3. Skizzieren Sie lr!@,t)|2 für t : 0 und für verschiedene t < 0 und, > 0.

3 Punkte

Aufgabe 7: Energieniveaus im Potentialkasten.

Der heutige Stand der Halbleitertechnik gestattet die Herstellung von Bauelementen, in
denen sich Elektronen praktisch frei in einer Ebene zwischen zwei isolierenden Schichten
mit nur atomarem Abstand von einander bewegen können. Das folgende Modell, bei dem
allein die z-Richtung, senkrecht zu den isolierenden Ebenen, betrachtet wird, beschreibt
näherungsweise das Verhalten der Elektronen.

1. Stellen Sie die Schrödinger-Gleichung für ein Teilchen der Masse m in einem "Kasten-

potential"

v @ : {  !  
w e n n l z l  < a l 2

I m sonst

auf.



2. Welchen Wert muss r!(La/2,t) haben und warum?

3. Gehen Sie mit dem Ansatz ,h@,t) : ,lr@) erp(-i,ut) ztrr " zeituinabhängigen Schrödinger-
Gleichung" über.

4. Bestimmen Sie die Eigenfunktionen ,["@), die zugehörigen Eigenfrequenzen a,',, und
die Energieeigenwerte Er.

5. Die Wellenfunktion des Teilchens habe anfangs die Form ry'(r,0) : ,4(a - 2lrl) fitr

l2rl < a. Normieren Sie sie und stellen Sie sie als Linearkombinationen der Eigen-
funktionen t!"@) dar.

6. Gewinnen Sie einen Ausdruck für die Dichte p(r,t) dieses Wellenpakets für beliebige
Zeit t und stellen Sie p(r, t) für t : 0 und für einige weitere geeignet gewählte Zeiten
als Funktion von r grafisch dar.

7 Punkte

Ausgabetermin: 18.4.2005, Abgabetermin: 2.5.2OO5, 8 Uhr
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