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1. Benutzungshinweise

Diese Seiten dienen der Ubung der Fehlerrechnung und miissen zur Teilnahme am ersten Versuchstermin des GP
vollstandig bearbeitet worden sein. Als Nachweis und zur Dokumentation ist ein Ausdruck der gelésten Ubung in dz
Praktikumprotokollheft einzufiigen. Die Ubung erlautert einige der notwendigen Grundlagen, ersetzt aber nicht die L
der Anlage | (Fehlerrechnung) und Anlage Il (Grafische Darstellung®dasikumskripts

Es empfiehlt sich, die Ubungen in der vorgegebenen Reihenfolge zu bearbeiten. Wenn Sie an einer Aufgabe scheit
kénnen Sie allerdings auch mit Hilfe des Inhaltsverzeichnisses (links) direkt zur folgenden Seite springen und spate
Ubersprungene Aufgabe zuriickkommen.

Fur die Bewertung der Ubung ist es unerheblich, ob Sie zunachst falsche Antworten eingegeben haben. Falsche At
werden kommentiert und Sie haben fiinf Versuche offen, die korrekte Antwort zu finden. Nach funf falschen Antwori
die korrekte Antwort angezeigt und eine neue Aufgabe mit veranderten Zahlenwerten gestellt. Fir diese neue Aufg:
Sie beliebig viele Versuche, bis sie richtig beantwortet ist. Gewertet wird nur, ob Sie vor Ablauf der entsprechenden
richtige Antwort gefunden haben, oder nicht. Es ist durchaus im Sinne des interaktiven Charakters der Ubung, dass
Ldsungen versuchsweise eingeben, von denen Sie noch nicht ganz sicher sind, ob Sie sie richtig berechnet haben.

Fragen und Anregungen zur Vebesserung der Ubung senden Sieduft@aysik.fu-berlin.de

2. Einfuhrung in die Fehlerrechnung

Physikalische Messungen beinhalten immer Ungenauigkeiten, die z.B. auf die endliche Genauigkeit der Kalibrierun
Messgeraten, der Ablesegenauigkeit und der Prazision der Durchfihrung zurtickgehen.

Daruber hinaus gibt es Gro3en, die aufgrund ihrer Natur nicht exakt messbar sind. Ein Beispiel ware die Lebensdat
radioaktiven Isotops. In diesem Fall wiirde man prinzipiell die Lebensdauer vieler einzelner Atomkerne sehr genau
bestimmen kénnen, fur die Lebensdauer des Isotops ware das aber nur eine Stichprobe, der Wert also mit einem s!
Fehler behaftet.

Auf den folgenden Seiten sollen die Charakterisierung der Fehler einzelner Messwerte und die Berechnung der
resultierenden Fehler in den zu bestimmenden physikalischen GréR3en getibt werden.

3. Systematische und statistische Fehler

Man unterscheidet zwischen systematischen und statistischen Fehlern. Systematische Fehler treten bei Wiederholt
Messung identisch wieder auf. Ein Beispiel wére ein zu heild gewaschenes Stoffmaliband, das systematisch um eir
konstanten Faktor zu grof3e Langenmesswerte ergibt.

Zufallige Fehler dagegen produzieren eine Streuung von Messwerten um den korrekten Mittelwert. Wenn viele

unabhangige statistische Fehlerquellen die Messung beeinflussen, dann ergibt sich eine Normalverteilung (Gaul3ku
Messwerte, die durch Mittelwert und Standardabweiclwmgttandig charakterisiert ist.
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Der Hauptunterschied zwischen systematischen und statistischen Fehlern fiir die Gestaltung von Experimenten bes
dass der Einfluss statistischer Fehler durch entsprechend umfangreiche Messreihen beliebig reduziert werden kanr
wohingegen der Einfluss systematischer Fehler nur durch eine bessere Konzeption des Experiments oder bessere
reduziert werden kann.

4. Messreihen und Standardabweichung

Aus einer Messreihe von n Messwerter} gann man neben dem Mittelwert <x> die Standardabweicloueige
Einzelmesswertes und die Standardabweichqugdes Mittelwertes bestimmen.

1
{x}—gz;&ci
1
P — — <x= )
ot e LY G <)
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Aufgabe:

Sie wollen demonstrieren, dass Sie eine Miinze so werfen kdnnen, dass Sie haufiger Kopf (1) als Zahl (0) erhalten.
Wirfen erhalten Sie folgende Sequenz:

1,1,0,1,1,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1

Berechnen Sie Mittelwert <x> und Standardabweichung des Mittelwerg;§ der Stichprobe. Bitte geben Sie die
Ergebnsse jeweils kaufmannisch gerundet mit zwei Nachkommastellen an.

Ihre Antwort <x> = 0,73 + 0,12 isthtig

5. Darstellung von Messwerten und Ergebnissen

Messwerte und Ergebnisse werden in Form von Ergebnisintervallen, z. B. U = (3,45 + 0,03) V dargestellt. Die Interv
wird als Ergebniswert und der Intervallradius als absoluter FAhldrezeichnetDas Ergebnisintervall ist so gewahlt, das
fur Stichproben U = (<u$>_k 0<U>) gilt.

Fehler von Endergelssen werden mit einer signifikanten Stelle angegeben. Um auszuschlie3en, dass ein zu kleinel
angegeben wird, wird bei der Reduktion auf den Zahlenwert mit einer signifikanten Stelle aufgerundet (0,0214 wird

Ergebniswert und Fehler missen in der gleichen Zehnerpotenz enden (gleiche Auflésung). Hierbei wird der Ergebn
kaufmannisch gerundet.

Um zu vermeiden, dass sich Rundungsfehler im Laufe der Rechnung unverhéaltnismafig aufsummieren, werden
Zwischenergebnisse mit zwei signifikanten Stellen im Fehler angegeben. In diesem Fall erfolgt die Rundung auch ir
Fehler kaufmannisch. Diese letzte Stelle fallt bei Erstellung des Endergebnises durch Aufrundung weg.

Aufgabe:

Bei der Berechnung von Wert und Fehler einer Lange a in mm zeigt Ihr Taschenrechner folgende Werte an:

a: 52,684063
Aa: 0,0176228
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Was ist die korrekte Darstellung als Endergebnis?

Ihre Antwort a = (52,68 + 0,02) mmiisthtig

6. Bedeutung des Ergebnisintervalls

FUr rein statistische Fehler charakterisiert das Ergebnisintervall x = (&x}die erwartete Verteilung neuer Ergetwerte
bei Versuchswiederholungen. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 68% sollte der neue Wert in das Intervall fallen, zu :
aulRerhalb liegen. In das dreifache Fehlerintervall sollten dagegen 99,7% der Werte fallen.

Diese statistischen Aussagen nutzt man fiir den quantitativen Vergleich der Messergebnisse mit unabhangigen Erg
(Theorie, Literatur, andere Messung). Dabei bezeichnet man die Ergebngiséchlsvenn sich die Fehlerintervalle
schneiden, algertraglich, wenn sich die dreifachen Fehlerintervalle schneiden uralgagikant unterschiedlichvenn
dies nicht der Fall ist.

7. Relative Fehler

Der Fehler einer Grof3e x mit absolutem Felbewird haufig auch durch einen relativen Felder= (Ax) / x
charakterisiertder bei der Fehlerfortpflanzung eine wichtige Rolle spielt. Der relative Fehler wird analog zum absolut
Fehler in Zwischenergebnissen mit zwei und in Endergebnissen mit einer signifikanten Stelle dargestellt.

Aufgabe:

Bei der Bestimmung der spezifischen Warme von Kupfer haben Sie in der Auswertung als Zwischenwert ein
Wasseraquivalent von = (45,0 £ 3,0) g bestimmt. Zur weiteren Auswertung bendétigen Sie den relativen Fehlear vor

Wie grol3 ist dieser? (Hier bitte nicht in % angeben.)

Ihre Antwortdm o= 0,067 istichtig

8. Fehlerfortpflanzung

Bei der Auswertung von Experimenten werden die gesuchten physikalischen Grof3en i.a. aus einem oder mehreren
Messwerten berechnet. Die Fehler der Messwerte pflanzen sich dabei fort und resultieren in Fehlern der Endergebt
GaulR-verteilte zuféllige Fehler, die zwischen den Einzelmesswerten unkorreliert (statistisch unabhéangig) sind und ¢
Einfluss auf das Endergebnis gut durch eine lineare Naherung wiedergegeben wird, liefert die Gaul3’sche
Fehlerfortpflanzung den Fehler des Endergebnisses.

Mit der linearen Naherung der Grol3e f(a,b) nach ihren Eingangswerten a,b ergibt sich:

Flab)= flag+da, by+AE) = flag+Dby)+ (g]ﬂa+[g—£jﬂb

of af

= ()= [EJ (A2)® +[£J (Lb)°

Dies beruht darauf, dass die Faltung zweier Gaul3funktionen mit Breiteind o, eine Gauf3funktion mit f=0 12 +

2 .
o, ergibt.

Einfaclste Beispiele der Fehlerfortpflanzung sind konstante Faktoren und Summanden:
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fla,c)=a+c¢c mit Ac=0
= A = Adg

gla,c)=c*qag mit Ac=0
= ﬁ.g=|c|*ﬁ.a
= bg = da

Es ist zweckmaRig, bei der Berechnung kleine Fehlerbeitrage friihzeitig gegenlber gréf3eren zu vernachlassigen, w
sichergestellt ist, dass der Fehlerwert des Ergebnisses dadurch nicht signifikant verandert wird. Weil die Fehler der
Endergebnisse nur mit einer signifikanten Stelle angegeben werden, reicht eine Genauigkeit von 10%. Durch die
guadratische Addition der Fehlerbeitrage kénnen in einfachen Summen einzelne absolute Fehler vernachlassigt we
wenn sie kleiner als 30% des groRten vorkommenden Fehlers sind. Analoges gilt flir Produkte in Bezug auf die rela
Fehler.

9. Gesamtfehler von Summen und Differenzen

Bei Summen ergibt sich nach der Gauf3’'schen Fehlerfortpflanzung das Quadrat des absoluten Fehlers als Summe |
Quadrate der einzelnen absoluten Fehler.

c=—a+boderc=a-Q
(Ac) 2= (ha) % + (Ab) 2

Frihere Aufgabe:

Die Lange eines Korridors wird mit einem Zollstock von zwei Meter Lange vermessen. Das Ergebnis ergibt sich aus
Teilmessungen.
L=L+L,+L,
mit

Ll =(200,0 £ 0,5) cm

L,= (200,0 £ 0,5) cm

L,=(104,7£1,5) cm
Geben Sie als Endergebnis die ermittelte Lange L an.

Korrekte Antwort ist: L = (505 + 2) cm

Aufgabe:

Die Lange eines Korridors wird mit einem Zollstock von zwei Meter Lange vermessen. Das Ergebnis ergibt sich aus
Teilmessungen.
L=L+L,+L,
mit

L,=(200,0£0,5) cm

L,=(200,0£0,5) cm

L;=(91,1+25)cm
Geben Sie als Endergebnis die ermittelte Lange L an.

Ihre Antwort L = (491 + 3) cm isithtig
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10. Gesamtfehler von Produkten und Quotienten

Bei Produkten ergibt sich nach der Gaul3’'schen Fehlerfortpflanzung das Quadrat des relativen Fehlers als Summe |
Quadrate der einzelnen relativen Fehler.

c=a*boderc=alb

(3c) 2= (3a) 2+ (3b) 2

Aufgabe:

Sie sird der Meinung, dass in lhrer Zone-30-StralRe haufig zu schnell gefahren wird. Zur Uberpriifung messen Sie e
Strecke ab, indem Sie von einer Kreuzung 10 Sekunden die Stral3e entlang sprinten. Sie sind von lhrer Sportlichkei
Uiberzeugt und schliel3en somit auf eine zuriickgelegte Strecke von s = (100 + 10) m. Von lhrem Balkon aus stoppe!
Zeitt=(9,0 £ 0,2) s, die ein Pkw flr die Strecke bendtigt. Wie grol3 ist die Durchschnittsgeschwin&iigkeipkw auf der

Strecke? (Angabe in km/h!)

Ihre Antwort v = (40 % 4) km/h isichtig

11. Gesamtfehler von Potenzen

Bei Potenzen multipliziert sich der relative Fehler mit dem Absolutwert des Exponenten.

b=d mitAr=0
ob=|r|da

Frihere Aufgabe:

Sie haben mehrere Stahlkugeln mit bekanntem Ra@liuﬂr,ooo + 0,005) mm und eine mit unbekanntem RaPiﬁBersen
Radius | wollen Sie durch einen Vergleich der entsprechenden Fallzgitet; fiir die Strecke s durch eine viskose
Flussigkeit (Ol) bestimmen. Fir die Referenzkugeln machen Sie mehrere Messungen und erhalten als Zwischener
(12,67 £ 0,11) s. Da Sie die einzelne Kugel miicht fiir wiederholte Messungen aus dem Ol fischen wollen, fihren Si
nur eine einzige Messung aus und erhalfen(8,1 + 0,2) s. Aus lhrer Versuchsvorbereitung wissen Sie, dass die
Fallgeschwindigkeit proportional zum Quadrat des Radius ist. Welches Endergebnis erhalten Sie fur dgf? Radius r

(Beachten Sie, dass der relative Fehler yati¢ der anderen Eingangswerte deutlich Gbertrifft.)

Korrekte Antwort ist: [= (2,02 £ 0,07) mm

Aufgabe:

Sie haben mehrere Stahlkugeln mit bekanntem Ragl'mﬁr,ooo + 0,005) mm und eine mit unbekanntem Rapiﬂxiasen
Radius _rlwollen Sie durch einen Vergleich der entsprechenden Fallzsitmdt& fur die Strecke s durch eine viskose
Flissigkeit (Ol) bestimmen. Fir die Referenzkugeln machen Sie mehrere Messungen und erhalten als Zwisci&energ
(11,43 + 0,11) s. Da Sie die einzelne Kugel [m'nicrht fur wiederholte Messungen aus dem Ol fischen wollen, fithren §i
nur eine einzige Messung aus und erhal}en(B,S + 0,2) s. Aus lhrer Versuchsvorbereitung wissen Sie, dass die
Fallgeschwindigkeit proportional zum Quadrat des Radius ist. Welches Endergebnis erhalten Sie fir dgf? Radius r
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(Beachten Sie, dass der relative Fehler yatie der anderen Eingangswerte deutlich Ubertrifft.)

Ihre Antwort h= (1,86 = 0,06) mm isthtig

12. Gesamtfehler algebraischer Ausdricke

Bei Ausdriicken, die sich aus den Grundrechenarten und Potenzen zusammensetzen und in denen jeder Eingangs'
einer einzigen Stelle auftritt, lasst sich der Fehler unter wiederholter Verwendung der bereits besprochenen Regeln
berechnen.

Die Berechnung von v = (a - b) / t mit den Eingangswerten

a=(62,4+0,2)m
b=(11,2+0,2) m
t=(9,2+£0,2)s

wirde man z.B. wie folgt durchflihren und dokumentieren:

v=(a-5)/t
d=a-5=51,2m

Ad = 4f(Aa)? + (Ab)? =028 m

v=d /t=53635m/s

Av=v 8y =v4/(3d)? + (B1)% = 0,12 m/s
v=(5,6+0,2)m/s

Aufgabe:

Sie stehen an einem Sportplatz und beobachten wie ein Laufer seine Runden dreht. Mit lhrer Armbanduhr (ohne
Stoppuhrfunktion) messen Sie die Zeitpunlitand L, zu denen er in aufeinander folgenden Runden an Ihnen vorbei 13

(tl: 10:18 h und 23 Sekundeg; 10:19 h und 26 Sekunden; Messfehler jewssils 1s).Die Streckenlange betragt (400 +
5) m. Welche Zeit t braucht der Laufer bei gleicher mittlerer Laufgeschwindigkeit fiir 2000 m?

Ihre Antwort t = (158 + 4) s igthtig

13. Auflosbares mehrfaches Auftreten einzelner Messwerte in
Bestimmungsgleichungen

Sollte in einem Ausdruck ein Eingangswert mehrfach auftreten, so muss versucht werden, den Ausdruck so umzufc
dass dies nicht mehr der Fall ist.

Andernfalls ergibt die Verwendung der geschilderten Regeln einen zu grof3en Fehlerwert. Ein simples Beispiel, das
verdeutlicht, ist b = a - a. Offensichtlich ist b = 0 ohne Fehlerintervall. Nach der Summenregel erhielte dar-dbéi
* Aa.

Aufgabe:

Sie haben gelerndass man die Brennweite f einer idealen Linse aus Gegenstands- und Bildweite (a und b) gemaf f
b)/(a + b) berechnen kann. Sie haben a = (18,0 £ 0,2) cm und b = (18,7 £ 0,2) cm gemessen. Wie grol3 ist die Breni
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14. Nicht auflosbares Mehrfachauftreten einzelner Messwerte

Lasst sich ein Mehrfachauftreten einzelner Eingangswerte auch durch Umformung der Bestimmungsgleichung nich
verhindern, so muss man fur die Fehlerberechnung auf die zugrundeliegende Linearisierung mit partiellen Ableitung
zuriickgreifen (s. Seite Fehlerfortpflanzung).

Aufgabe:

Sie wollen die Brennweite f einer idealen Linse bestimmen. Bei der Versuchsdurchfihrung waren Sie der (berechtic
Meinung, zur Minimierung der Messfehler sei es gunstiger, den Abstand zwischen Gegenstand und Bildd =a + b u
Bildweite b zu bestimmen, anstatt Gegenstands- und Bildweite, a und b zu messen.

Berechnen Sie aus den Messwerten d = (28,7 £ 0,3) cm und b = (15,1 £ 0,3) cm die Brennweite f.

Ihre Antwort f = (7,16 £ 0,09) cm isthtig

15. Versagen der linearen Fehlerrechnung

Es gibt auch Falle, in denen die lineare Fehlerrechnung versagt. Z. B. werden wertvolle (Elektronen-) Optiken bewu
aufgebaut, dass lineare chromatische Aberrationen kompensiert sind und Abweichungen erst in quadratischer N&ht
auftreten.

Stellt sich also zuséatzlich zu der Nichtauflosbarkeit des Mehrfachauftretens einzelner Eingangswerte auch noch hetr
alle auftretenden partiellen Ableitungen verschwinden, so bleibt nur noch ein Einsetzen der Fehlerintervallgrenzwer
Bestimmung eines Fehlers. Als Fehlerwert wird die maximale Abweichung gewahit.

Bei Versagen der linearen Fehlerrechnung liegt das Fehlerintervall i. a. auch nicht mehr symmetrisch um den Erget
Dies wird manchmal in der Form x 5 Ax - Ax _dargestellt, wovon hier aber kein Gebrauch gemacht werden soll.

Als generelle Vorgehensweise auch in den anderen Fallen ist dies nicht geeignet, weil die Werte fiir alle Kombinatic
jeweils zwei Fehlerintervallgrenzen der Eingangswerte berechnet werden mussten und dartiber hinaus die gegense
Kompensation der zufalligen Fehler nicht beriicksichtigt wiirde.

Aufgabe:

Bestimmen Sie ein Zwischenergebnis b = 1,5 * (a + 1/a) mit der MessgréfRe a = 1,00 £ 0,49.

Ihre Antwort b = 3,00 = 0,71 isthtig

16. Gesamtfehler von Ausdricken mit Funktionen

Die Fehlerfortpflanzung von Funktionen erfolgt zweckmafigerweise durch Ableitung nach ihrem Argument, ohne de
gesamten Fehler Uber partielle Ableitung zu berechnen.

Beispiel:

k = f((a+b)/c)
h:= (a+b)/c
Ak = [f’ (h)] * Ah
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Aufgabe:

In der Beugung an einem Gitter mit rotem He-Ne-Laserlicht §32,8 nm) beobachten Sie unter einem Beugungbwinke
vona = (25,8 £ 0,5)° die erste Beugungsordnung (z =dg .evgibt sich fur die Gitterkonstante d unter Verwendung der
Beugungsformel d sinj = z A?

Ihre Antwort d = (1,45 + 0,03) um isthtig

17. Fehlerangaben flr Gerate mit Digitalanzeigen

Messgerate verfligen Uber eine lafte Messgenauigkeit, die von den Herstellern untersucht und in den
Bedienungsanleitungen als Nennfehler angegeben wird.

Bei Digitalgeréaten setzt sich der Nennfehler aus einem relativen und einem absoluten Anteil zusammen. Der relativ
geht auf die endliche Genauigkeit der Kalibrierung zurtick und wird in % vom Messwert angegeben. Der absolute A
in Digits (d) angegeben (z.B. bedeutet 3d bei einer Anzeige von 1,5347 einen Fehler von + 0,0003). Fur die spatere
Fehlerberechnung ist es also notwendig auch abschlieRende Nullen zu protokollieren (2d von 1,25 ist 0,02; 2d von

0,002). Der Gesamtfehler wird als einfache (nicht quadratische) Summe der zwei Anteile berechnet.

Aufgabe:

Sie messen Strome und Spannungen mit einem Digitalmultimeter. Der angegebene Nennfehler fur ihre Messung is
1d". Wie lautet das Zwischenergebnis fiir den Strom, wenn im 200 mA Messbereich ein Zahlenwert von 130,5 ange
wird?

Ihre Antwort | = (130,5 + 2,7) mA igthtig

18. Fehlerangaben fur Gerate mit Analoganzeigen

Bei Analoggeraten wird der Nennfehler in Form einer Giteklasse angegeben. Geréate mit einer Gliteklasse k haben
absoluten Fehler vafix = Messbereich * k/10®ie Berechnung erfordert also die Kenntnis des verwendeten
Messbereiches, der daher protokolliert werden muss. Zu dem Nennfehler addiert sich noch ein Ablesefehler, desse
gemal der verwendeten Sorgfalt gewahlt werden muss. Da der Nennfehler ein systematischer ist, erfolgt die Sumn
wie bei den Digitalgeraten linear.

Aufgabe:

Sie messen mit einem Analogmultimeter mit Guteklasse 1,5 eine Gleichspannung. In dem Messbereich von 3V = &
lesen Sie die Zeigerposition als (6,9 + 0,1) Skt ab. Wie lautet das Endergebnis fur die Spannung?

lhre Antwort U = (0,69 + 0,06) V isthtig

19. Grafische Auswertung linearer Zusammenhange

Die grafische Auswertung linearer Zusammenhange erfolgt durch Einzeichnen von Ausgleichs- und Grenzgeraden.
die Fehler der aufgetragenen Werte auf statistische Fehlerquellen zuriick, so sollte die Ausgleichsgerade zwei plus
verbleibenden Fehlerbalken schneiden. Die Wahl der Grenzgeraden hangt davon ab, welche GréRRe bestimmt werd
Ist es die Steigung, dann wahlt man eine maximale Verkippung, ist der Achsenabschnitt gesucht, muss man dageg
Abweichung gegeniiber der Ausgleichsgeraden maximieren. In beiden Fallen sollte die Grenzgerade noch einen Gi
Fehlerbalken schneiden.

Friihere Aufgabe:
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Die bei einer gleichférmigen Bewegung (s(t) 58V * t) gemessenen Zeit-Ort-Wertepaaren wurden unten grafisch

dargestellt. Bestimmen Sie unter Verwendung der eingezeichneten Steigungsdreiecke, deren Eckpunkte auf Haupt
liegen, den Geschwindigkeitsparameter v als Zwischenergebnis fiir die weitere Auswertung.

Korrekte Antwort ist: v = (0,90 + 0,23) m/s

Aufgabe:

Die bei einer gleichférmigen Bewegung (s(t) FevV* t) gemessenen Zeit-Ort-Wertepaaren wurden unten grafisch

dargestellt. Bestimmen Sie unter Verwendung der eingezeichneten Steigungsdreiecke, deren Eckpunkte auf Haupt
liegen, den Geschwindigkeitsparameter v als Zwischenergebnis fur die weitere Auswertung.
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i 54

Ihre Antwort v = (0,200 £ 0,050) m/sisthtig

20. Grafische Auswertung exponentieller Zusammenhange

Daten mit exponentieller Abhéngigkeit
y() =y, €%

werden zur Auswertung auf halblogarithmischem Netzpapier dargestellt. Der Vorfaktor im Exponenten wird aus Aus
und Grenzgeraden bestimmt. Auf der jeweiligen Geraden werden zwei PLE‘JW.P (nd (xz, y2) gewahlt und aus diesen

gemaf a = In()é/yl)/(xz-xl) der Vorfaktor bestimmt.

Aufgabe:

Sie haben ein Abklingverhalten A(t) =O;@'5t untersucht. Bestimmen Sie aley grafischen Darstellung die
Abklingkonstanted la Zwischenergebnis flr die weiter Auswertung.
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Ihre Antwortd = (0,072 £ 0,011) g ist richtig
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